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SaZetak

U radu se razmatra klasa interaktivnih sistema
zasnovanih na znanju cija je osnovna namena
davanje prediloga i pruZanje pomoci korisnicima
u procesu odlucivanja. Matematicki model sadrzi
skup primera za ucenje o Isporucenim serijama
od tri [sporucioca, kao i njihovog ocenjivanja na
osnovu primene naivnog Bajesovog kiasifikatora.
Razvijen je model na osnovu analize subjektivnih
verovatnoca, koje se kasnije revidiraju uz pomoc
novih empirijskih infomacija i Bayesove teoreme
0 aposteriornoj verovatnodi, tj. kombinovanjem
subjektivnih i objektivnih uslovnih verovatnoca u
procesu odlucivanja pri  izboru pouzdanog
isporucioca.

Abstract

The paper considers the class of interactive
knowledge based systems whose main purpose
of making proposals and assisting customers in
making decisions. The mathematical model
provides a set of examples of learning about the
delivered series of outflows from three suppliers,
as well as an analysis of an fllustrative example
for assessing the supplier using a naive Bayesian
classifier. The model was developed on the basis
of the analysis of subjective probabilities, which
are later revised with the help of new empirical
information and Bayesion theorem on aposterior
probability, ie. combining of subjective and
objective conditional probabilities in the choice
of a reliable supplier.

Kljucne reci: a prior verovatnoca, a posterior
verovatnoca, naivni  Bayesov  klasifikator,
pouzdan isporucioc

Keywords: a prior preobability, a posteriori
probability, naive Bayesian classifier, reliable
supplier

1. Uvod

Prednost Bajesovog ucenja sagledava se u
probabilistickom  pristupu  zakljucivanju i
odlucivanju. Primena Bayesove teoreme,
matematickog ocekivanja i uslovne raspodele
u procesu odlucivanja ukazuje na utvrdivanju
osnovnih karakteristika testiranih varijabli,
njihovu moguc¢u meduzavisnost i moguénost
predikcije. Engleski svestenik i matematicar
T.Bayes (1702-1761) bio je zaokupljen
istrazivanju problema o izvodenju zakljucaka
na osnovu induktivne inferencije.
Matematicari koji su istrazivali probleme u
oblasti dedukcije su prvo polazili od date
hipoteze na bazi a priori verovatnoce, a zatim
ukazivali na eventualne posledice njene
primene. Medutim, Bayes je istrazivao u
suprotnom pravcu. Razvijao je teoreme
pomocu koje se na osnovu posmatranja
posledica  utvrduje hipoteza.  Primena
Bajesove teoreme je znacajno  probudila
interesovanja matematicara kako tada, tako i
danas. Medutim, matematicka osnova
teoreme nije sporna, nego primena u vezi sa
utvrdivanjem a priori verovatnoce.
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Interesovanja za primenu Bajesovu teoreme
je znacajno raslo nakon drugog svetskog
rata, kada statisticka inferencija bazirana na
klasi¢noj teoriji verovatnoce nije mogla uvek
da pruzi zadovoljavajuéi odgovor na realne
probleme.

Pregledom inostrane literature se doSlo do
saznanja o proucavanju i primeni opstih
principa teorije  verovetnote, uslovnih
verovatnoéa i Bajesove teoreme U
predvidanju ocekivanih vrednosti akcija jedne
kompanije u odnosu na drugu, tj. portfolija
visSe kompanija [4]. U nekoliko konkretnih
primera autori obraduju  problematiku
naknadne a posteriorne verovatnoce i njihov
uticaj promene na konacan rezultat, odnosno
uticaj pozitivnih informacija o poslovanju
kompanija na ocekivani rast vrednosti akcija
na trzistu. U ve¢em broju radova se najcesce
ukazivalo na prednosti i mane primene
Bajesove teoreme u analizama finasijskog
poslovanju kompanija [2]. Primena Bajesove
teoreme je ukazala i na prednosti formiranja
kvalitetnih baza podataka i dugih vremenskih
serija, koje daju u pogledu brzog formiranja
kvalitetnih rezultata na osnovu uzoraka
kreiranih iz tih baza. Bajesova teorema se
uspesno pokazala i u predvidanju ocekivanih
akcija na deviznom trzistu [6].

U narednom poglavlju su izlozene formalne
osnove teoreme, kao i primena naivne
Bajesov metode kojom je reSen problem
ocenjivanja isporuka od isporucioca.

2. Bajesova teorema i naivni Bajesov
klasifikator

2.1. Bajesova teorema

Interpretacija Bajesove  teoreme je
jednostavna i bazira se na odgovoru, ukoliko
se glavni dogadaj desio, koja je verovatnoca
da mu je prethodila neka od hipoteza. Pjer
Simon Laplas je dalje razvio Bajesovu
teoremu i objavio istu 1812. godine u svom
delu Analiticka teorija verovatnoce (Théorie
analytique des probabilités). Bajesova
teorema u svom obliku glasi [8]:

Teorema. Neka su A i B slucajni dogadaji i
P(B|A) i P(A|B) uslovne verovatnoce. Tada

vazi,

P(B|A) = P(A|B) -P(B), P(4) > 0, P(B) > 0. (1.1)
P(4)

Dokaz. Ako podemo od definicije uslovne

verovatnoce imamo

P(B\4) =P(4B) i P(A|B) =P (4B).
P(4) P (B) (1.2)

Poslednju jednakost moZzemo zapisati i kao
P(AB) = P(A|B)'P(B). Kada uvrstimo
poslednju jednakost u pocetnu dobijamo
Bajesovu formula:

P(E )= s ih

> P(H,)-P4H,)

il

Verovatnoc¢a P(Hi) je poznata unapred i pre
sprovodenja eksperimenta, zbog Cega se
nazivaju a priornim verovatnotama, a
dogadaji  hipotezama. @ Prema  tome,
karakteristika hipoteze Hi su da ine potpuni
skup dogadaja.

i=12.....n

AeF

Bajesovu teoremu je najlakSe razumeti kao
nacin za reviziju prethodnih uverenja koja
smo dobili na bazi prethodno poznatih
dokaza, tj. teorema nas dovodi do zakljucka
da naknadno (aposteriornom) uverenje
ekvivaletno prethodnom (apriornom)
uverenju o nekom dogadaju ponderisano
verovatnotom istog [7]. Kombinacija a
priorne i a posteriorne verovatnoce su
znacajni jer je na njima bazirano
zakljucivanje o populaciji na osnovu uzroka.

2.2. Definicija naivhog Bajesovog
klasifikatora

Bajesov pristup za reSavanje problema
klasifikacije se svodi na dodelu ciljne
vrednosti vjeV , za koju je verovatnoca
P(vj|x) najveca, instanci x koja je opisana
atributima a1, a2, ..., an [1]. Oznacimo tu
vrednost sa VMAP, tada je

vaup = argmax P(vjlal, ay, ..., an)

ey

pri ¢emu argmax (eng. argument of the
maximum) definiSemo na sledeci nacin:

(1.3)

argmax fix) = {x| V¥ : fv) <ftx)} (1.4
X
Primenom Bajesove teoreme na obrazac 1.3
dobijamo:
v = argmax P(al, @y, ..., anlvi )P(vi) = argmax P(ai, aj, ..., anlV; JP(v) (1.5)

vev  P(ai, a ..., an) viev
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Pokusajmo sada da procenimo vrednosti
P(vi ) i P(al, a2, ..., an|vj) na osnovu

podataka za trening. Vrednost P(vj)
mozemo lako izraCunati jednostavnim
prebrojavanjem broja instanci u trening

skupu cCija je ciljna vrednost vj . Vrednost
izraza P(al, a2, ..., an|vj) nije tako
jednostavno izracunati. Problem je u tome
Sto je broj izraza P(al, a2, ..., an|vj) jednak
proizvodu broja svih mogucih instanci
opisanih nekim skupom atributa i broja svih
ciljnih vrednosti. Naivni Bajesov klasifikator
je zasnovan na pretpostavci da su vrednosti
atributa za datu ciljnu vrednost medusobno
nezavisni. Medutim, pretpostavka je da je za
datu ciljnu vrednost vj instance X,
verovatnoc¢a konjukcije atributa a1, a2, ...,

an  jednaka  proizvodu  verovatnoca
individualnih atributa:
P(aj, ay, ..., anlvi) =11 Plailw) (1.6)

ako uvrstimo gore dobijenu jednakost u
obrazac 1.6 dobijamo obrazac koja
predstavlja naivni Bajesov klasifikator:

wnB = argmax P(v;) T| Plai|vi ) [¢W))
i

viel

gde VNB predstavlja ciljnu vrednost iz V koju
naivni Bajesov klasifikator vraéa kao
rezultat. Broj razliCitih izraza P(ai|vj), koje
raunamo kao uslovnu verovatocu, jednak
proizvodu broja razli¢itih atributa i broja
cilinih kategorija, Sto je znatno manje nego
broj svih P(al, a2, ..., an|vj ). Dakle,
primena naivnog Bajesov Klasifikator se
sprovodi iz dva dela. Prvo se izraCunavaju
vrednosti P(vj ) a priori, a verovatnoca P(ai
|[vji ) a posteriori u drugom delu primena
formule (1.7) u konacnom rezultatu daje a
posteriorne verovatnoée, koje pokazuju da
je neki od dogadaj x opisan atributima a1i,
a2, ... an . U narednim poglavljima se
analizira i procenjuje uspesnosti ove metode
na osnovu ilustrativnog primera naivnog
Bajesovog klasifikatora.

3. Ilustrativni primer naivnim
Bayesovim klasifikatorom u
ocenjivanju isporucilaca

Naivni Bayesov klasifikatora je primenjen na
isporuenim  serijama po  partijama
termostata od tri isporucioca za ugradnju u
protoCne bojlere za domacinstva. Problem
se sastoji u odredivanja da Ili su sve

isporucene serije termostata ispravne za
ugradnju — moguce klasifikacije su ,Prihvati*
i ,Odbaci". Svaka isporuka se prikazuje

nizom atributa: ,Kvalitet”, ,Ucestalost
reklamacije”, ~€fikasnost reSavanja
reklamacije” i ,Rok isporuke”, a ostali

atributi (,poStovnje roka isporuke”, ,cena”,
»uslovi prodaje”, ,administrativna azurnost”)
zbog obilnosti obracuna nisu uzeti u obzir.

Sluzba kontrole kvaliteta je posle
uzorkovanja svake isporuene  serije
termostata sastavila Izvestaj kontrole

kvaliteta. Izvestaj kontrole kvaliteta je
osnova za formiranje seta pitanja za ucenje
0 isporukama po partijama od isporucioca A
u period od godinu dana (Tabela 1).

Tabela 1. Opis seta pitanja za ucenje o
isporucenim serijjama termostata od isporucioca A

° e - @ g
gEl% |59 |E¥4 |z |"%
I Dobar Dobar Los Los Odbaci
I Odli¢an Dobar Odlidan Odlidan | Prihvati
I; QOdli¢an Dobar Los Los Odbaci
Is Dobar Odli¢an Odlican | Lo$ Prihvati
Is Lo§ Losa Lo§ Lo§ Odbaci
Is Lo$ Losa Los Odli¢an Odbaci
I; Dobar Losa Lo§ Odli¢an | Prihvati
Iz QOdli¢an Odli¢an Odli¢an Los Prihvati
Ip Odlican | Dobar Lo§ Lo§ Prihvati
Iy | Lo§ Odlican | Odlican | Lo§ Odbaci
Iy QOdli¢an Odli¢an | Lo§ Odli¢an | Prihvati
Iz Dobar Odli¢an Odlidan Odlidan | Prihvati
I3 Dobar Dobar Los Los Prihvati
I;4 | Dobar Odlican | Odlican | Odlican | Prihvati

Atribut 1. Kvalitet

- za ocenjivanje na osnovu kvaliteta

potrebno je odrediti indeks kvaliteta
isporucioca Q po obrascu:

D-100—R-100-S5-50-UU-30

0] = -

gde je:

D — prihvacene partije bez prigovora
R — broj reklamiranih partija

S — prihvacene partije, sortirani delovi
UU — uslovno prihvaéene partije

A — zbir svih isporuka (vrednovanje isporuka
se sprovodi ako u posmatranom period ima
viSe od 5)
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U slucaju da je vrednost:

Q = 81-100, ocena 5 — prevodi se u opis —
odlican,

Q =61-80, ocena4 — dobari

Q =41-60, ocena3 - los

Atribut 2. Ucestalost reklamacije

- Bez reklamacije — ocena 5 - odlican,
- Sa 1 reklamacijom — ocena 4 - dobar,
- Sa 2 reklamacije — ocena 3 - losS

Atribut 3. Efikasno resavanje reklamacije

- Dobijen odgovor u ugovorenom roku —
ocena 5 — odlican

- Produzen odgovor na reklamaciju od
Cetri i viSe dana od ugovorenog roka
—ocean 3 - lo$

Atribut 4. Rok isporuke

- Promptna isporuka ili standardno mali
rokovi od 7 dana — ocena 5 — odli¢an
- Isporuka od 20-40 dana — ocena 3 - los

Pretpostavka je da Bajesov naivni
klasifikator naucio skup primera za ucenje i
da mu se sada za klasifikaciju predstavlja
novi primer:

(Kvalitet = Odlican. Ucestalost reklamacija
= dobar, Efikasno resavanje reklamacija =
odlican, Rok isporuke = odlican)

Zadatak klasifikatora je da predvida
klasifikaciju primera za nauceni ciljni
koncept ,Status isporuka“. Dakle, jednacina
naivnog Bayesovog Kklasifikatora za ovaj
primer [1]:

vis=argmax p(vj) Il p(ailv))=argmax p(vj)-P(kvalitet = odli¢an| vj) -

vj€[Prihvata,0Odbacuje]

p(uCestalost reklamacija = dobar|vj)
p(efikasno reSavanje reklamacije = odli¢an|vj)

(2.1)

Varijabla a u jednacini je odredena
vrednost. Dakle, za obracun je potrebno
odrediti 10 razlicitih vrednosti (verovatnoce
za navedene vrednosti atributa za svaku
kategoriju, plus a priori verovatnoce za
svaku od kategorija). Prvo se odreduju a
priori verovatnoce po kategorijama:

p(rok isporuke =odli¢an|vj)

1 Detaljni prikaz primera klasifikacije za nauceni ciljni koncept , Dan
za gradevinske radove" .Léon Bottou , (2014), From machine learning
to machine reasoning, Machine Learning, Volume 94, Issue 2, pp
133-149.

p(status isporuke = Prihvati)y= 9/14 = 0,64

p(status isporuke= Odbaci) = 5/14 = 0,36

Na slican nacin se izraCunavaju i ostale
potrebne vrednosti, npr. za rok isporuke:

plkvalitet=odli¢an|status isporuke=Prihvati) =4/9=044
plucestalost reklamacija=dobar|status isporuke=Prihvati) =3/9=0,33
plefikasno resavanje reklamacije=odli¢an|status isporuke=Prihvati) = 4/9 =0,44
p(rok isporuke=odlican|status isporuke=Prihvati) =5/9=0,56

plkvalitet=odlican|status isporuke=Odbaci)

plucestalost reklamacija=dobar|status isporuke= Odbaci
plefikasno resavanje reklamacije=odli¢an|status isporuke= Odbaci)
p(rok isporuke=odli¢an|status isporuke= Odbaci)

Dakle, racunaju se verovatnoce potrebne za
klasifikaciju:

p(Prihvata)p(odli¢an|Prihvata)p(dobar|Prihv
ata)p(odlican|Prihvata)p(odli¢an|Prihvata) =
0,022897

p(Odbacuje)p(odlican|Odbacuje)p(dobar|Od
bacuje)p(odlican|Odbacuje)p(odlican|Odbac
uje)= 0,001152

Bayesov naivni klasifikator daje odgovor na
osnovu dobijenih verovatnoéa, ,Status
isporuke® =, Odbaci". Razmatrane
kategorije u ovom primeru su nezavisne i
medusobno iskljucive, tada se njihove a
posteriori verovatno¢e mogu normalizirati
tako da njihov zbir bude jednak jedan:

0,022897
0,022897+0,001152

p(Prihvati| odlican,dobar; odlican, odlican) = = 0,95

p(Odbaci| odlican,dobar; odlican, odlican) = % = 0,05
Prema tome, ispravni termostati od
isporuCenih 14 serija po partijama od
isporucioca A su 95 % i mogu da se private
za ugradnju, a 5 % termostata nisu
ispravni i mora da se odbace. Ista je
procedura opisa pitanja iz skupa za ucenje u
ocenjivanju isporucenih serija po partijama
termostata za isporucioce B i C.

3.1. Procena verovatnoca za naivni
Bayesov klasifikator

Verovatnote se izraCunavaju kao broj
pojavljivanja (vrednosti atributa ili
kategorije) podeljeno sa ukupnim brojem
primera za ucenje. Dakle, verovatnoca
p(Rok isporuke=odli¢an|status isporuke =
Odbaci) iz prethodnog primera se racunao
kao nc/n gdje je n = 5 ukupan broj primera
kod kojih je status isporuka = Odbaci, a nc
= 1 broj primera (unutar onih 5) za koje
vredi rok isporuke = odlian. Medutim,
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prikazani nacin izraCunavanja za veéi broj
sluajeva je zadovoljavajudi, ali daje loSe
rezultate uz mali broj nc. U razmatranom
primeru, scenari u kojem je verovatnoca
p(rok isporuke=odlican|status isporke =
odbaci) jednaka 20%, a u skupu primera za
uCenje postoji samo 5 slucajeva za koje
vredi ,status isporuka = odbaci®. U tom
sluaju najverojatnija vrednost nc jednaka
je nuli, Sto predstavija problem. Prvo,
vrednost nc/n daje 0, a to predstavlja
pristrasnu procenu verovatnoce. Medutim,
nula se prihvata u formuli za racunanje
klasifikacije i to u proizvodu, Sto uzrokuje
izraCunavanje  vrednosti  atributa ,rok
isporuke =odli¢an", koji svakim slede¢im
primerom postaje dominantan i uzrokuje
klasifikaciju svakog takvog primera ,status
isporuke = prihvati®.

Resenje problema je koris¢enje Bayesov
pristupa procenjivanja verovatnoce
primenom m — procena verovatnoce (Bottou
L.,2014), koja se definise kao:
netmp
n+m

gde nc i n imaju jednako znacenje kao i pre,
p predstavlja procenu a priori verovatnoca,
a m se naziva ekvivalentna veli¢ina uzorka i
oznacava tezinski faktor koji odreduje
vaznost a priori verovatno¢e  vrednosti
atributa u odnosu na ukupan skup primera
za ucenje. Uobitajen postupak za
odredivanje p u nedostatku informacije o a
priori verovatno¢ama je raspodela jednakih
tezina svim postojeCim vrednostima tog
atributa. U sludaju da atribut ima k
vrednosti, tada sve vrednosti tog atributa
imaju tezinu p=1/k. Medutim, za procenu
p(rok isporuke=odlican|status isporuke =
odbaci) poznato je da atribut rok isporuke
ima dve vrednosti, dakle p = 0,5. Jasno je da
se za m = 0 izraz za m — procenu verovatnoca
svodi na prethodnu primenu nc/n. Ako su i m
i p razli¢iti od nule, a priori verovatnoce se
kombinuju sa nc/n regularano tezinskim
faktorom m. Razlog zasto se m zove
ekvivalentna veliCina uzorka proizlazi iz
¢injenice da se on moze interpretirati kao
povecanje postojecih primera za ucenje sa
dodatnih m virtualnih primera za ucenje
distribuiranih prema p [5].

Treba uoditi da verovatnoce P(vj) a priori, a
uslovne verovatnoce P(ai/vj), Sto u
konacnom rezultatu daje aposteriorne
verovatnoce, koje pokazuju da je neki od
dogadaja bio uzrok nastanka dogadaija X, tj.
mogu se aproksimirati Bajesovom
teoremom. Dakle, problem se svodi da
isporuCene  serije  termostata od tri
isporucioca, i to 35 % od isporucioca A, 25
% od isporucioca B i 40 % od isporucioca C.
Poznato je ucesce neispravnih termostata u
isporucenim serijama na osnovu prethodne
analize “status isporuke” za isporucioca A -
5%, za isporucioca B — 8 % i za isporucioca
C - 4 %. Prema tome, odgovrajute a
priorne i uslovne verovatnoce su (tabela 2):

Tabela 2. A priorna i a posterior verovatnoce
isporucilaca

A priorna Uslovna Zajednicka A
Dogadaj | verovatnoéa | verovatnoéa | verovatnoca | posteriorna
D; P(Dy P(X/Dy) P(Dy verovatnoca
-P(X/Dy P(D;/X)
D; 0,35 0,05 0,0175 0,3271
D; 0,25 0,08 0,02 03738
D; 0.40 0,04 0,016 0,2991
X 1,00 0,0535 1,0000
gde su:
D1 - sporucene serije termostata od
isporucioca A —P(D1) = 0,35
D2 - sporucene serije termostata od
isporucioca B — P(D2) = 0,25
D3 - sporucene serije termostata od

isporucioca C — P(D3) = 0,40

Uslovne verovatnoce su odredene na
osnovu  primene naivhog Bajesovog
klasifikatora “status isporuka” za neispravne
termostati od isporucioca A, B ili C su:

P(X/D1) = 0,05 isporuceni
termostati od isporucioca A
PX/D2) = 0,08 isporuceni
termostati od isporucioca B
P(X/D3) = 0,04 isporuceni
termostati od isporucioca C

neispravni
neispravni

neispravni

U slucaju da se termostati na slu¢ajan nacin
iz skladista uz trebovanje dopremaju u
pogon, verovatnoéa da su neispravi od
isporucioca A su:

_ P(D)-Plx|D,) 035-0,05 00175

= = = =0,3271
> P(D)-P(X|D,) 035-0,05+0,25-0,08+0,40-0,04 0,0535

#(/x)

Analiza rezultata je ukazala na verovatnocu
da su neispravni termostati od isporucioca A
- 0,3271, tj, 32,71 %, a od isporucioca B —
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37,38 % i od isporuCioca C — 29,91 %.
Informaciie o  ocekivanim  troSkovima
neusaglasenosti za dogadaj D1, D2 i D3 su a
aposteriori verovatnoce, na osnovu kojih
menadZer donosi odluku o statusu i izboru
pouzdanog isporu¢ioca. U razmatranom
primeru za isporucioca C je moguce ocekivati
najmanje troskove neusaglasenosti, kao i novi
ugovor 0 isporukama termostata kao
pouzdanog isporucioca.

Bajesova teorija ima elemente statickog ali
isto tako i dinamic¢kog odlucivanja, u kojem
ishod jedne prethodne odluke ima uticaj na
sledece odluke [3]. Primena Bajesove
teoreme u reSavanju problema realnog
sistema, omogucava menadzeru da planira
strategiju medusobno povezanih akcija i na
osnovu njih da prognozira dogadaje u
buduc¢em periodu.

4. Zakljucak

Primena Bajesove analize ukazuje na
sledece implikacije:
v/ opisan sistem za Kklasifikaciju

isporuka od isporucioca je zasnovana na
naivnoj Bajesovoj metodi, koja predstavlja
osnovne tehinke koje su potrebne za
izgradnju jednog sistema za klasifikaciju u
procesu odlucivanja,

v koriS¢enje subjektivnih verovatnoca
nalazi se opravdanje u odluci o reviziji
prethodnih saznanja na osnovu IzveStaja
kontrole kvaliteta ili izgradnji sistema za
klasifikaciju, Sto znacajno olakSalo moguéa
predvidanja. Bajesove metode su
prilagodene analizi odluke Sto omogucava
analiticarima da naprave dosledan set
odluka o procenama rizika i njihovom
upravljanju. Bajesov pristup formuliSe
subjektivne informacije i pruza moguénost
analiti¢aru da subjektivne procene aproksimira
u odgovarajute jednacine i kvantifikuje
odgovaraju¢om raspodelom verovatnoca i

v' Bajesov pristup revizije a priori
verovatnoca je realan nacin razmisljanja,
gde menadzer koriguje odluke u procesu
odlu¢ivanja sa novim informacijama za
kontrolu njegovih prethodnih odluka, kao i
za predvidanje svojih buduéih odluka.
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