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Sazetak

Petrijeve mreze su mocan grafo-analiticki
matematicki aparat koji moZe da ima Siroku
primenu u oblasti modeliranja, analize i sinteze
razlicitih sistema. U ovom radu su izloZene
njihove osnovne definicije i osobine. Ukazuje se
na moguénost primene kod simulacije
proizvodnih sistema i procesa. Kao ilustracija
prikazani su konkretni primeri.

Abstract

Petri Nets are powerful grapho-analytical and
mathematical tools that can be widely used in
the fields of modelling, analysis and synthesis of
various systems. This paper presents us with the
definition itself and their basic properties. These
are possible to use in the simulation of
manufacturing systems and processes. Specific
examples above serve as the illustration.
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1. Uvod

Petrijeve mreZe su poslednjih godina imale
veoma buran razvoj. Postale su efikasan

grafoanalitiCki aparat sa Sirokom primenom
kao Sto su to npr. analiticka i simulaciona
istrazivanja, modeliranje asinhronih,
diskretnih i stohastiCkih procesa, analiza
ponaSanja i sinteza razliCitih sistema. Njihov
razvoj uglavnom je iSao u pravcu Ciste i
primenjene teorije. Cista teorija Petrijevih
mreZa bavi se razvojem osnovnih pojmova,
metoda i sredstava neophodnih za njihovu
primenu. Veliki broj radova iz ove oblasti
odnos se na fundamentalnu teoriju.
Razvijene su metode i sredstva koja su se
pokazala korisnim za primenu u konkretnim
uslovima i reanim zadacima. Primenjena
teorija Petrijevin mreza vezana je za
primenu pri modeliranju sistema, njihovu
analizu i dobijanje rezultata koji ulaze u
sustinu ponaSanja sistema. Do danas je
razvijen veliki broj razliCitih vrsta Petrijevih
mreZza:  obiCne, crno-bele,  obojene,
vremenske, stohastiCke, modularne itd. U
strucnoj literaturi se neprestano pojavljuju
nove klase. Neke vrste su postae |
standardni modeli - npr. u oblastima
informatike i upravljacke tehnike.

Za prakticnu primenu Petrijevih mreza pri
projektovanju i analizi sistema moguce je
vise prilaza. U jednom od njih Petrijeva
mreza predstavlja pomoc¢ni instrument
analize. Za formiranje sistema koriste se
opSte poznate metode projektovanja. Zatim
se za formirani sistem modelira Petrijeva
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mreza i model analizira. U analizi se ukazuje
na teSkoce i nedostatke u projektu i vrse
njegove izmene. Izmenjeni sistem se ponovo
modelira i analizira. Ciklus se ponavlja sve
dok analize ne dovedu do Zzeljenog cilja.
Ovakav prikaz ilustrovan je nadlici 1i on se
moZe Koristiti i za analizu veC postojecih
sistema koji funkcionisu.

Y
Sistem

Modelirumje

y

Petrijeva mresa

Analiza
y

Ursobine sistema

Sika 1. Jedan prilaz pri projektovanju i analiz
sistema

Ovo je opste prihvaceni prilaz koriséenja
PM — a pri projektovanju kod koga se vrsi
visestruko pretvaranje  projektovanog
sistema u model u obliku Petrijeve mreze.

Modeli Petrijevih mreza imaju prednosti
koje se sastoje u tome Sto se dinamicka,
sekvencijalna i paralelna  deSavanja
heterogenih geneza pregledno predsta-
vljgu. Mogu se definisati i simulirati
razliCita stanja i procesi, opisivati protok
informacija. S obzirom na razliCite namene i
zahteve za mnoge klase PM — arazvijeni su
algebarski i grafoanaliticki  postupci i
metode. Glavni nedostatak Petrijevih mreza
jeste njihova nepreglednost u slucaju opisa
velikih i kompleksnih sistema.

2. Struktura Petrijeve mreze

Petrijeva mreza (PM) predstavlja, kako je
veC receno, apstraktni prikaz procesa kod
koga su uspostavljeni vremenski i uzrocni
meduodnosi. Definicija PM-a moze biti
neformalna i formalna, i moze se izvesti na
vise nacina.

S obzirom da ima viSe varijanti Petrijevih
mreza za sve njih postoje zajednicki
elementi i njih Cine:
- pozicije (stanja sistema)
tranzicije (prelazi iz jednog stanja u
drugo)
usmerene grane (usmerene linije —
elementi koji povezuju pozicije i
tranzicije)
markiranje (markeri, marke)
Svi elementi Petrijeve mreze ustvari Cine
jedan graf, odnosno, multigraf za koga vazi
sledece:
graf je usmeren (digraf)
Cvorovi grafa imaju dva oblika —
poziciju i tranziciju
pozicije su povezane samo sa tranzi-
cijom (i obrnuto) usmerenim linija-
ma, odnosno, usmerenim granama
usmerene grane izmedu dve pozicije
(ili tranzicije) nisu dozvoljene
pozicije mogu biti markirane

Struktura Petrijeve mreze definisana je
njenim pozicijama, tranzicijama, usmere-
nim granamai markerima.

IzlaZzu se definicije osnovnih pojmova:
Definicija 1.
Formalno se Petrijeva mreza, prema [1],

definiSe  kao ureden skup  Sestorki
PM =(P,T,F,M,K,W) gde su:

P:{pl,pz,...,p“:‘} - konag&an skup pozicija;
T :{tl,tz,...,tm} - konacan skup tranzicija;

Fi (P"T)E(T"P) - konatan skup
orjentisanih grana (linija) koga Cine grane
prei .posetranzicije;

K — kapacitet pozicija;

W — teZine orjentisanih grana (linija);

M — markiranje (broj markera u poziciji);
uzuslovdaje PCT! A&

Pozicije P, su pasivni elementi mreze.
Tranzicije T; su aktivni elementi koji tzv.
okidanjem prouzrokuju tok markera kroz
Petrijevu mrezu. Pozicijama se dodeljuju
dva prirodna broja K i M, a orjentisanim
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granama broj W. Pozicija moze imati jedan
ili vise markera. Kapacitet pozicije je
oznacen brojem K i predstavlja broj markera
koje odgovarajuca pozicija moze da sadrzi.
Broj M oznaCava koliko stvarnih markera
pozicija sadrzi. Tranzicije nemaju dodatne
parametre. One su aktivni elementi posto se

njihovom  aktivnhoS¢u menja  raspored
markera u pozicijama, Sto se naziva
,okidanje“ (nemacki schalten, engleski
firing, ruski zapuska).

Tezine  dodeljene  orjentisanoj  grani
(usmerenoj  liniji)  oznaCene sa W

predstavljgu broj markera koji
granom pri okidanju tranzicije.

proticu

Sa Mo moZze da se oznaCi pocetno, inicijalno
markiranje.

Neobelezena (neoptereCena) grana prema
konvenciji poseduje tezinu 1.

Petrijeva mreza koja nije markirana
oznaCava se sa N=(P,T,F). Zato moze da se
napise PM=(N,M,K,W). U slu€aju da su sve
tezine jednake 1 za Petrijevu mrezu N kaze
se da je to obi¢na (ordinary) Petrijeva mreza
(simple, jednostavna, Cista PM) [1].

Struktura Petrijeve mreze moze Dbiti
definisana i na nesto drugaciji nacin.

Definicija 2.

Petrijeva mreza je, prema [2], [3], petorka
PM =(P,T,U,1,m gdesu:
P={p1.p2,...pn},N3 0 - konatan skup
pozicija;

T={t;,to,..typm30 - konatan skup
tranzicija;

Skup pozicija i skup tranzicija se ne seku:
PCTLO.

U:T® P - ulazna funkcija — preslikava
tranzicije u pozicije;

[:P® T - izlazna funkcija — preslikava
pozicije u tranzicije;

m=(m;,m,,....m,,) - markiranje — vektor Koji

definiSe broj i raspored marki (markera,
taCaka) u pozicijama mreze.

3. Graf Petrijeve mreze

Za ilustraciju mnogih pojmova iz teorije
Petrijevih mreza veoma je pogodno graficko
predstavljanje. Zato se pri  grafickom
predstavljanju  Petrijeve mreze  Kkoristi
orjentisan graf, odnosno, multigraf.

S obzirom da strukturu Petrijeve mreze Cini
sveukupnost pozicija i tranzicija, graf
Petrijeve mreze sadrzi dva tipa Cvorova:
pozicije i tranzicije. Kruzi¢i O predstavljaju
pozicije a popreCne crte | predstavljaju
tranzicije. Orjentisane grane povezuju pozi-
cije 1 tranzicije pri cemu su neke usmerene
od pozicije ka tranzicijama, a neke od tranzi-
cije ka pozicijama. Grana usmerena od
pozicije p; ka tranziciji tj definiSe poziciju
koja predstavlja ulaz tranzicije. lzlazna
pozicija predstavlia se kao grana od
tranzicije ka poziciji. Petrijeva mreza je
multigraf zato Sto on dopuSta postojanje
zajednickih grana od jednog Cvora grafa ka
drugom. Posto su takve grane usmerene,
onda se radi o orjentisanom multigrafu. Radi
boljeg razumevanja, on Ce se nadalje
nazivati Petrijev graf.

Prema prethodnom izlaganju defini-
cija grafa Petrijeve mreze moze imati sle-
deci oblik:

Graf G Petrijeve mreze je orjentisan
multigraf G=(V,A) gde su:

V ={vq,Vy,...,vs} - skup Evorova;

A ={ay,a,..,a,} - skup orjentisanih
grana

Skup V se moze razbiti na dva
podskupa Pi T koji se ne seku, takvadaje:

V=PET, PCT=A
P — podskup (skup) pozicija,
T — podskup (skup) tranzicija.
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Primeri grafova Petrijevih mreza za
zadate strukture

Primer 1.

P={
T ={
F={(p,,t,).(t2.p.). (P2 t,). (t1. )}
K(P)=8 W(R,t,)=1M,(R)=1
K(P)=5,W(t,P,)=3,M,(P,)=0
W(P,,t;)=1
W(ty,P,) =2

Sika 2. Primer Petrijevog grafa

Primer 2.

P ={p1, P2y P3y Py ps}

T Z{tlat27t3’t4}

F :{(pl,tl), (tl, pz)’ (t1’ ps)’(tv ps)’
(P.to).(t2. Ps). (Paute). (s ts)

(tS’ p4)’(p4't4)’(t4’ pZ)' (t4' pS)’(p57t2)}

Slika 3. Graf Petrijeve mreZe za zadatu strukturu
u primeru 2.

Na dici 2 i dlici 3, prikazani su Grafovi
Petrijevih mreza za zadate strukture kod
kojih teZine orjentisanih grana imaju
vrednost 1, a pozicije nisu markirane.

Strukture Petrijeve mreze iz Primera 1 i

Primera 2 mogu se na osnovu Definicije 2,
prikazati i na drugaciji nacin.

Za Primer 1. to ¢e biti:

P:{pl,p2,p31p4}

U(t2)={p..ps} :Eﬁf)i{{tfz}}
3(?;??’3}} I(ps) ={t2.ta}
mloo0) =04

4. Markiranje Petrijevih mreza

Markiranje Petrijeve mreZze je postupak
rasporeda i dodeljivanja odredenog broja
markera (token, marka) pozicijama mreZze.
Broj dodeljenih markera svakoj poziciji (M)
ne sme da prekoraCi kapacitet pozicije (K)
Sto je definisano strukturom mreze. U grafu
Petrijeve mreze kao marker koristi se crna
taCka koja se postavlja u kruzi¢ pozicije.
Broj markera, odnosno, kapacitet pozicije K
moze da se upiSe u krug koji predstavlja
poziciju. TeZina orjentisane grane W
dodeljuje se svakoj grani | predstavlja broj
markera koji teku njome pri aktiviranju
(okidanju, Saltovanju, iniciranju) tranzicije.
Neobelezena grana, u skladu sa
konvencijom, poseduje tezinu jedan.

Petrijeve mreze kod kojih sve pozicije
poseduju kapacitet jedan i sve orjentisane
grane tezinu jedan, zovu se mreze P/T
(pozicija/tranzicija), ili obicne PM.

Navedene definicije
primerom nasdlici 4.

objasnjavaju  se

Primer 3.
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P:{plipz}

T={t, 1.}
F={(p,.t,).(t,.p,). (P 1), (t1. .}
K(p)=6K(pz)=4

W(py.to) =1 W(t,p,) =3
W(py,ty) =1, W(ty,p,) =2

Slika 4. Markirana Petrijeva mreza

5. Matricaincidencije PM
Matricaincidencije:
U=[u;l,i=12..,n;j=12,...,q,
PM je definisana na sledeci nacin:

i W(t,.p Jakojet T " p,
u, =1 W(pi,tj)akojetji p,

;:' 0 u ostalim slugajevima

obi¢ne

gde je: n— broj pozicija,
q — broj tranzicija Petrijeve mreze
koja se razmatra,

W(x,y) je teZina grane (x,y).

Primer 4.

Matrica incidencije koja odgovara
PM sa slike 5. je matrica U sa Cetiri reda i
Cetiri kolone.

¥
&

L

éun Up U ul4l;I ?‘ 1 0 1

u e
U :guﬂ Uy Upp u24u:é2 -1 0
@u;, u, Uy uy,l €0 1 -1

e u e
gy U, Ug Uyg 60 10

Takode u literaturi [49] se definiSu i sledece
dve matrice:

u” :[u:jji U :[' ui_,J]

gdeje
u' = Max(O,ui,j)i U = Min(oiui,j)

1]

Za sluCaj razmatrane matrice U dobijaju se
sledece matrice:

€@ 0 1 Ou €l 0 0 Ou
s a & a
€ 1 0 ou € 0 1 0u
© 1 0 o 0 00 2
MoZe se utvrditi sledeca relacija:
u=uU’"-uU
6. Pravila upravljanja i dinamika

Petrijevih mreza

Kretanje markera kroz Petrijevu mrezu
deSava se na osnovu pravila okidanja.

Definicija koncesije tranzicije
Tranzicija ima koncesiju ako su ispunjeni
uslovi:

M(pj)3 W(pj,ti) za" pil °t;
M(pj)EK(pj)' W(t;.p;) za" p;l t7

Uslovi za okidanje tranzicije:

-Na svim prethodnim pozicijama
treba da se nalaze ngmanje toliko
markera koliko se pri okidanju
mora oduzeti

- Svaka naredna pozicija mora da od
tranzicije predate markere oduzme

IzloZena pravila ilustruju se kroz primer na
dikamab.i 7.
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i

Sika 6. Stanje pre okidanja tranzicijet;

Postupak okidanjatranzicijet; je sledeCi:

1. Sa pozicije p1 uklanjgu se tri
markera (zbog tezine 3)

2. Sa pozicije p2 uklanja se jedan
marker (zbog teZine 1)

3. Poziciji ps dodaju se dva markera
(zbog tezine 2)

Sika 7. Sanje pose okidanja tranzicije t;

Dinamika Petrijevin  mreZza se moze
razmatrati ukoliko se uvede sledeci sistem
oznaCavanja:

°t - skup ulaznih pozicija za tranziciju t,
(PO A
t° - skup izlaznih pozicija za tranziciju t,
tLpI A
°p - skup ulaznih tranzicija pozicije p,
tp)l A
p° - skup izlaznih tranzicija za poziciju p,
(pHT A

Za ovako definisane skupove formalni opis
imaoblik:

{p,uptl Pi(p,t)i A}
{p.iptl Pi(t,p)1 A}

{tutpl Ti(t,p)i A}
={t,itpl Ti (p,t)I A}

Ot
to
°p
pO

Kaze se da je tranzicija osposobljena za bilo
koje pi °t, M(p)® w(p,t). Drugim recima, t
je osposobljena ako svaka od njegovih
ulaznih pozicija sadrzi najmanje markera
kao teZina grane koja spaja ovu poziciju sa t.
Zato, u sluCaju obiCne Petrijeve mreze, t je
osposobljeno ako svaka od njegovih ulaznih
pozicija sadrze najmanje jedan marker.

Ako je tl T osposobljena, ona mozZe biti

okinuta (startovana, opajena). Okidanje

(startovanje, opaljenja) pozicije sastoji se u:

- uklanjanju w(p,t) markera iz svake
oot

- pridruzivanje W(t,p) markera svakoj
pi°t

Formalno, okidanje tranzicije t sastoji se u

transformaciji poCetnog markiranja Mo

Petrijeve mreZze u markiranje M koje je
definisano na sledeci nacin:

i Mo(p)- w(p,t) ako je pi °t
M (p) = i Mo(p)+w(t, p) ako je pl °t

% MO( p) na drugi nacin

Oznacice se sa R(Mo) skup markiranja koji
je dostizan iz M pomocu okidanja sekvence
tranzicija.

Dinamika Petrijevih mreza bice objaSnjena
na Primeru 5, naslici 8.

Primer 5.

Slika 8. Petrijeva mreza

PoCetno (inicijaino) markiranje zadate
Petrijeve mreze je Mo=[3,11]. Nakon
okidanja tranzicije markiranje postge
My = [5,2,3] na sledeci nacin:
- okidanjem t; uklanja se jedan marker iz
pozicije p; a dodaju dva markera u
poziciji pyi tri ups
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- okidanjem t, uklanja se jedan mareker iz
p. i dodaje jedan marker u p;

- okidanjem tranzicije t3 uklanja se jedan
marker iz p; i dodgju dvau py

IzraCunavanje se moze prikazati na sledeci
nacin:

P P2 Ps
Markiranje Mo

3 1 1
Okidanjet; -1 2 3
Okidanjet; 1 -1
Okidanjets 2 -1

Ukupno (markiranje M) 5 2 3

Uporedivanjem M; sa Mo, naaze se dva
markera viSe u py i ps, a jedan marker vise u

P2.

7. Predstavljanje i modeliranje
proizvodnih  sistema i logickih
struktura

Za predstavljanje i modeliranje sistema koji
imaju logicku strukturu neophodno je
definisati dva osnovna pojma: dogadaje i
uslove. Funkcionisanje sistema sastoji se u
ostvarivanju niza dogadaja, odnosno, nhiza
definisanih dejstava. Za nastanak dogadaja
neophodno je ispunjenje drugih uslova koji
se nazivaju preduslovi. Nastanak dogadaja
moZe proizvesti naruSavanje predusiova i
ispunjenje nekih drugih uslova koji se
nazivaju postusiovi.

Modeliranje  funkcionisanja neke logiCke
strukture primenom Petrijevih mreza izvodi se
na sledeéi nacCin: dogadaji se predstavljaju
tranzicijama, a udovi pozicijama. Predudovi
dogadaja predstavljaju se ulaznim pozicijama
odgovarajuce tranzicije a postuslovi izlaznim
pozicijama. Nastanak dogadaja predstavlja se

aktiviranjem (iniciranjem, okidanjem)
tranzicije. Ispunjenje udova predstavlijeno je
postojanjem markera (taCaka) u

odgovarajucim pozicijama.

Primer 6.

Modeliranje logicke strukture objasSnjava se
na primeru automata za utiskivanje datuma
(signiranje) na ¢epu boce. Automat se nalazi
u stanju ocekivanja sve dok se na
transportnoj traci ne pojavi Cep. Tada se
izvrSava utiskivanje datuma a nakon toga
Cep se Salje na montazu.

Za sluCaj ovog automata definiSu se uslovi i
dogadaji na sledeci nacin:

Uslovi:
a) automat Ceka;
b) Cep je stigao i Ceka,;
c) automat izvrSava utiskivanje;
d) utiskivanje je izvrseno.

Dogadaji:
1. Cep je stigao;
2. automat
utiskivanja;
3. automat zavrSava utiskivanje;
4. Cep se Salje na montazu.

otpocCinje izvrdenje

Tablica dogadaja:

Dogadaji  Preduslovi  Postuslovi
1 nema b
2 ab c
3 o d, a
4 d nema

Na osnovu ovako definisanih dogadaja i
uslova opisani sistem se moze modelirati
pomocu Petrijeve mreZe u kojoj su dogadaji
— tranzicije a uslovi — pozicije. Na dlici 9.
predstavljen je odgovarajuci model.

Fotetak  Ultiskivanje £avisetak tiskivinje Cep se falje
VRN invrlemja  IATEENO  ma montaiu

Cep pe Cep
signo Cioka

izvrienja

Auioinat Seka

Slika 9. Petrijeva mreZa automata za utiskivanje
datuma

U ovom poglavlju izloZene su neke osnovne
postavke iz teorije Petrijevih mreza koje Ce
sluziti kao baza za njihovu dalju primenu u
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oblasti analize i sinteze konacnih automata i
razmatranja procesa optimizacije njihove
strukture.

8. Dekompozicija proizvodnih sistema

Mogu se razbiti, odnosno, dekomponovati
PM koje sadrZe tranzicije izvora i tranzicije
ponora. Ovakve PM mogu da se koriste npr.
za modeliranje unutrasnjeg transporta kod
proizvodnih procesa (donoSenje i odnosenje
radnih predmeta, tokovi materijalai d.) [1].

Postupak dekompozicije PM objasSnjava se
na primeru utvrdivanja t - invarijanti,
odnosno  odredivanja broja  derivacija
pocetne, zadate PM.

Definicija 3.

Neka W bude t — invarijanta Petrijeve mreze
M. Kaze se da ¢e Petrijeva mreza My, biti
W — derivacijaod M ako je:

1. SkuptranzicijaNw je |[W].

2. Zanekotl W], °tit°sunekeod N i N.

3. Tezine neke grane od Ny je neka teZina
od neke graneu N.

Vektor W sa jednim redom i g kolona (q je
broj tranzicija PM) i sa nenegativnim brojem
elemenata je t-invarijanta ako je UXW"' =0,
gde je U matricaincidencije [1].

Primer 7.

Razmatra se PM prikazana na dlici 10. Ona
predstavlja jedan ciklicni deo proizvodnog
sistema. Sirov materijal koji stize u sistem u
datoj taCki (t;) se transformiSe u zavrsni
proizvod (t2) I napusta sistem u pravcu dva
puta (tz ili ty).

t5

t3

ta

Slika 10. Model cikli¢nog proizvodnog
sistema

Incidentna matrica (matrica incidencije)
Petrijeve mreze sa Slike 10. je U.
t, t, t, t, tg
u=éL -1 0 0 1lu p
-1 -1 -14 p,

o 1

Ako je W:[Wl,WZ,WS,W4,W5] t

invarijanta tada je U W' =0, $to vodi do
sistema

w, -Ww, w, =0
w, -w, -w, -w, =0
Neke od t — invarijanti su:
w, =[0,1,0,0,]
W, =[112,0,0]
W, =[1,1010]

Petrijeve mreze koje su Wiy, Ws i W3 —
derivacije iz prethodnog primera predsta-
vljenesu nadlici 11.

Pl I P2

a) W, — derivacijaod PM

¢) W3 — derivacijaod PM

Sika 11. W- derivacije od PM
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Dobijene derivacije predstavljgu delove
poCetnog Petrijevog grafa proizvodnog
sistemakoji je dekompovan.

9. Zakljucak

Modedliranje i simulacije proizvodnih
sistema i slicnih struktura pomocu Petrijevih
mreza i njihovih grafova predstavlja efektan
postupak koji se koristi pri anaizi njihovih
ponaSanja. Primena nekih osobina Petrijevih
grafova omogucava dalje proucavanje i
eventualnu optimizaciju struktura ovih
sistema.

Bibliografija
1. Proth Jean-Marie, Xie Xiaolan, ,,Petri
Nets“, John Wiley & Sons, Chichester,

England, 1996.
2. RanCi¢ M., Zivkovi¢ D., Jovani¢ D.,
»Modeliranje logickih struktura

primenom Petrijevih mreza®“, Zbornik
radova, 31. Jupiter konferencija, MaSinski
fakultet Beograd, Beograd, 2005.

3. Ran¢i¢ M., ,,Application of Petri Net
Decomposition Method for the Modelling
and Anadysis of  Manufacturing
Processes”, Proceeding, SIE 2009,
Faculty of Mechanica Engineering
University of Belgrade, 2009.

| storija rada:

Rad primljen: 30.04.2013.
Prvarevizija: 21.05.2013.
Prihvacen: 01.06.2013.



